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❖♥❧✐♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✐ts
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣
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●✉✐❧❧❡r♠♦ ❙❛♣✐r♦† ✱ ❘❛❝❤✐❞ ❉❡r✐❝❤❡∗
❚❤è♠❡ ✿ ❚❤è♠❡ ❇■❖ ✲ ❙②stè♠❡s ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡s
➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ❖❞②ssé❡
❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♥➦ ✼✶✵✷ ✖ ◆♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✾ ✖ ✾ ♣❛❣❡s
❆❜str❛❝t✿ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❖❉❋✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♥✲
str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ q✲❜❛❧❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭◗❇■✮ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥tr❛✈♦①❡❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
✇❛t❡r ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❆s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❧❛r❣❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❍❆❘❉■✮✱ ❢❛st ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥
♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛s ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛❝✲
q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ st♦♣♣❡❞ ♦r ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✳ ❲❡ ❛❞❛♣t t❤❡s❡ r❡❛❧✲t✐♠❡
❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❖❉❋ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t s♦❧✐❞
❛♥❣❧❡ ✭❈❙❆✮✱ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉♣♦♥ t❤✐s r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✜❜❡r ❝r♦ss✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜② ❈❙❆ ❖❉❋ ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ❛♥❞
♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦✳
❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❖♥✲❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♠❛❣✲
✐♥❣ ✭❤❛r❞✐✮✱ q✲❜❛❧❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭q❜✐✮✱ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦❞❢✮✱ ♠♦t✐♦♥
❡st✐♠❛t✐♦♥✳
∗ ➱q✉✐♣❡✲Pr♦❥❡t ❖❞②ssé❡✱ ■◆❘■❆ ❙♦♣❤✐❛ ❆♥t✐♣♦❧✐s ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡
† ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛✱ ▼✐♥♥❡❛♣♦✲
❧✐s✱ ▼◆✱ ❯❙❆
‡ ❈❡♥t❡r ❢♦r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛✱ ▼✐♥♥❡❛♣♦❧✐s✱ ▼◆✱
❯❙❆
❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♥st❛♥t
❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥
✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡
❘és✉♠é ✿ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❖❉❋✮ ♣❡✉t
êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ◗✲❜❛❧❧ ❡t ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐té ❝éré❜r❛❧❡ ♣❛r tr❛❝t♦❣r❛♣❤✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ♣❛r rés♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭■❘▼❞✮✳ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❡❢✲
✜❝❛❝❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧é♠❡s ❧✐és ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s séq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♠❛❣❡s
■❘▼❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧♦♥❣ ♣♦✉r ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❞❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❧✬❖❉❋ ♦♥t été
ré❝❡♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sés✳ ❉❛♥s ❝❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ♥♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ♥♦tr❡ ♣ré❝é✲
❞❡♥t❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❧✬❖❉❋ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❖❉❋ ❝❛❧❝✉❧é❡
❡♥ ❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♥st❛♥t ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡
à ❜❛s❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❡r ❡♥ t❡♠♣s✲ré❡❧ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❞é✲
t❡❝t❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦♣érés ♣❛r ✉♥ ♣❛t✐❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❢❛✐t ♣❧❡✐♥ ✉s❛❣❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r✲
♠é❞✐❛✐r❡s ❢♦✉r♥✐s ♣❛r ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❖❉❋ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡t
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧ ❞❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ♦✉ ❞❡ st♦♣♣❡r
❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉rs✳ ❯♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été ♠❡♥é❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s✉r ♥♦s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧❡s ❝r♦✐s❡♠❡♥ts ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡
✜❜r❡s s♦♥t ♠✐❡✉① ❞ét❡❝tés ♣❛r ❧✬❖❉❋ ❡♥ ❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♦♣éré ♣❛r ✉♥ ♣❛✲
t✐❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦✛r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬■❘▼ ❞❡ ❉✐✛✉s✐♦♥✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲ré❡❧✱ ✐♠❛❣❡r✐❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✐♠❛❣❡r✐❡ q✲❜❛❧❧✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✳
❖♥❧✐♥❡ ❈❙❆ ❖❉❋ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❍❆❘❉■ ✸
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭▼❘■✮ ✐s ❛ r❡❝❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥❝❡
✇❤✐❝❤ ❤❛s r❛♣✐❞❧② ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❞✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s ❛ ❤❡❧♣ ❢♦r ❞✐❛❣✲
♥♦s✐s ❛♥❞ ♣r❡♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❇② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥❢❡r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t✐ss✉❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❤②s✐♦❧♦❣✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤✐t❡ ♠❛tt❡r ✜❜❡r ❜✉♥❞❧❡s ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳
❇② ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭❖❉❋✮✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮✱ q✲❇❛❧❧ ■♠❛❣✐♥❣
✭◗❇■✮ ❬✶❪ ❝❛♥ r❡s♦❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥tr❛✈♦①❡❧ str✉❝t✉r❡✳ ❙♦ ❛s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ r❡✲
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❉❋ ❤❛s ❢✉rt❤❡r ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✷❪✱
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❖❉❋ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❧✐♥✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞
❖❉❋ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✇❛s ❝♦rr❡❝t❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ P❉❋ ♦❢
❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❈♦♥st❛♥t ❙♦❧✐❞ ❆♥❣❧❡ ✭❈❙❆✮ ❬✸✱ ✹❪✳ ❚❤✐s ♠♦✈❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦✲
✇❛r❞s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡
♠♦❞❡❧s✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛❞♦♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ❜②
❝❧✐♥✐❝✐❛♥s r❡♠❛✐♥s ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣❛t✐❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❞❡❧✐❝❛t❡ t♦ ❝♦♠✲
♣❡♥s❛t❡ ♣❛t✐❡♥t ♠♦t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❲❡✐❣❤t❡❞ ■♠❛❣❡s
✭❉❲■✮ ♣r✐♦r t♦ ♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✺❪✳ ❆ r❡❛❧✲t✐♠❡ ✭♦♥✲❧✐♥❡✮ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✻✱ ✼❪✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ s❝❛♥ ✐s ✐♥t❡rr✉♣t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❛❞❛♣t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✼❪✿ ✇❡ ❛❞❛♣t ✐t t♦ r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❈❙❆ ❖❉❋✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ t♦ ✉s❡
t❤✐s ❛s ❛ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦♦❧ ❞✉r✐♥❣ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳
■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❙❆ ❖❉❋ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
s✐❣♥❛❧✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ✜❜❡r ❝r♦ss✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠
s②♥t❤❡t✐❝ ❛♥❞ r❡❛❧ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❖❉❋ t♦ t❤❡ ❈❙❆ ❖❉❋✱ ❛♥❞
r❡s✉❧ts ♦♥ ❤♦✇ ♠♦t✐♦♥ ✐s r❡❛❞✐❧② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❡t❤♦❞✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹
❝♦♥❝❧✉❞❡s ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳
✷ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s
✷✳✶ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❖❉❋ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡
❚❤❡ ❖❉❋ ❤❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ ◗❇■ ❛s ❬✶❪✿
ODForig.(uˆ) :=
1
Z
∫ ∞
0
P (ruˆ)dr ≈
1
Z
FRT {S(uˆ)} ✭✶✮
✇✐t❤ P (ruˆ) t❤❡ ✸❉ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱
S(uˆ) t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ uˆ✱ FRT t❤❡ ❋✉♥❦✲❘❛❞♦♥ tr❛♥s❢♦r♠
❬✶✱ ✽❪✱ ❛♥❞ Z t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ Z ✐s r❡✲
q✉✐r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❜② ❧❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢❛❝t♦r r2✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❖❉❋
✐s ♥♦t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ P❉❋ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❙❆ ✭s❡❡
❬✸✱ ✹❪✮✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸❪ t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈❙❆ ❖❉❋ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✱ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✈✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✜❜❡r
❘❘ ♥➦ ✼✶✵✷
✹ ❊✳ ❈❛r✉②❡r✱ ■✳ ❆❣❛♥❥✱ ❈✳ ▲❡♥❣❧❡t✱ ●✳ ❙❛♣✐r♦✱ ❘✳ ❉❡r✐❝❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✿
ODFCSA(uˆ) :=
∫ ∞
0
P (ruˆ)r2dr
≈
1
4π
+
1
16π2
FRT
{
∇2b ln(− lnE(uˆ))
}
✇❤❡r❡ E(uˆ) := S(uˆ)/S0 ✇✐t❤ S0 t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ∇2b t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡✲
❇❡❧tr❛♠✐ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r✲
♠✉❧❛ ♦❜✈✐❛t❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ♠❛♥✉❛❧ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦r
❛rt✐✜❝✐❛❧ s❤❛r♣❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ q✲s❤❡❧❧s ✐♥
❬✾❪✳
❆ r♦❜✉st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❖❉❋ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✷✱ ✶✵✱ ✶✶❪✱
✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡rr♦r s❝❤❡♠❡ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
❤❛r♠♦♥✐❝ ✭❙❍✮ ❜❛s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❋❘❚ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ❬✸❪ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❈❙❆ ❖❉❋✱ ✇❤❡r❡ ln(− lnE(uˆ))✱
✐♥st❡❛❞ ♦❢ S(uˆ)✱ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❍ ❜❛s✐s ❛♥❞ t❤❡ ❋❘❚ ❛♥❞ ∇2b ♦♣❡r❛t♦rs
❛r❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❬✷❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ t❡r♠ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❞❛t❛✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r ♦✤✐♥❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖❉❋s✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② t♦♦ ❡①✲
♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♠♦st ❛ ♠✐❧❧✐♦♥ ❖❉❋s ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❍❆❘❉■
s❝❛♥✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ ❖❉❋ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❡①♣❡❝t ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② t❤❛t t❤❡
♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❜r✐♥❣ s✉❝❤ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t♦
♥❡❝❡ss✐t❛t❡ r❡✲s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❬✶✷❪✱ ✐s
❣❡♥❡r❛❧❧② t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s✐♠♣❧❡st ❛♥s✇❡r ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡s✐r❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❜②
♠❛❦✐♥❣ ♦♣t✐♠✉♠ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ t♦ ✉♣❞❛t❡ ✐t ♦♥ t❤❡ ✢②✳ ❆ ♣❛r✲
t✐❝✉❧❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✻❪ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◗❇■ ❖❉❋s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐♥
❬✷❪✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✼❪ s❤♦✇❡❞ t❤❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ ❬✻❪ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞
❛ ♥❡✇ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t②
♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ❬✼❪✱ ②❡t t❤✐s t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❈❙❆ ❖❉❋s ❬✸❪ ♦♥✲❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❞♦♥❡ ❜② ❙❍ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐ts❡❧❢✿
ln(− lnE(uˆ)) ≈
R∑
j=1
cˆjYj(uˆ),
✇❤❡r❡ {Yj , j = 1, . . . , R} ✐s t❤❡ l✲t❤ ♦r❞❡r ❙❍ ❜❛s✐s ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❞ s②♠♠❡tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ❬✷❪✱ R = (l+1)(l+2)/2 ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜❛s✐s✱
❛♥❞ cˆ = (cˆj)j=1, ..., R t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cˆ ❧❡ts ✉s r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❈❙❆ ❖❉❋ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣✱
✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ❞♦♥❡ ♦✤✐♥❡ ✐♥ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s
❛r❡✿ 

cˆ0 = E[c0]
P˜0 = E[(c− cˆ0)(c− cˆ0)
T ]
P0 = (P˜
−1
0 + λL)
−1
gk = Pk−1XTk (XkPk−1X
T
k + σ
2
k)
−1
Pk = (I− gkXk)Pk−1
cˆk = cˆk−1 + gk(yk −Xkcˆk−1)
■◆❘■❆
❖♥❧✐♥❡ ❈❙❆ ❖❉❋ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❍❆❘❉■ ✺
✇❤❡r❡ yk = ln(− lnE(uˆk)) ✐s t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ uˆk✱ Xk ✐s t❤❡ k✲t❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❙❍ ♠❛tr✐① X✱ ✇❤❡r❡ Xk,j = Yj(uˆk)✳ Pk
❛♥❞ gk ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❣❛✐♥✱ ❛♥❞
σ2k ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ❦✐♥❞❧② r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❬✼❪✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❙❍ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈❙❆ ❖❉❋ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
cˆ′j =


1
2
√
pi
j = 1
− 18pi (−1)
lj
2
1×3×...×(lj+1)
2×4×...×(lj−2) cˆj j > 1
✇❤❡r❡ lj ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ j✲t❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙❍ ❜❛s✐s
✭s❡❡ ❬✷✱ ✸❪ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
s❛♠❡ ❖❉❋ ❛s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❜② ♦✛✲❧✐♥❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳
✷✳✷ ▼♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts cˆ t♦ ❜❡st ✜t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ln(− ln(E))✱ ❢♦r t❤❡ ℓ2 ♥♦r♠✳ ❆❢t❡r ❛ ❢❡✇
✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ cˆk−1 ✐s st❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇✐t❤ ❣♦♦❞ ❛❝❝✉r❛❝② t❤❡
♥❡①t s✐❣♥❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ yk✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♠♦✈❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝❛♥♥❡r✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❡✐❣❤t❡❞
✐♠❛❣❡s ✇✐❧❧ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ r❡❣✐st❡r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ♣✐①❡❧s ✇✐❧❧ ♥♦t
♠❛t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❆♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ❞✉r✐♥❣ ♦♥✲❧✐♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ❡①♣❡❝t❡❞
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛t✐❡♥t ♠♦t✐♦♥✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ✉s❡ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❛s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r
t♦ ✇❛r♥ t❤❡ s❝❛♥♥❡r ♦♣❡r❛t♦r t♦ st♦♣ t❤❡ s❝❛♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ♥❡①t
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❤❛r❞❧② ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❖❉❋ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱
✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ǫk = yk −Xkcˆk−1 ❛t ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❛s❦❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳
◆❡①t✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐✈♦ ✜❜❡r ❝r♦ss✐♥❣ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳
✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧ts
✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❞❛t❛
❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✜❜❡r ❝r♦ss✐♥❣ ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♠❛❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s✿
E(uˆ) =
1
2
(
e−uˆ
T
D1uˆ + e−uˆ
T
D2uˆ
)
✭✷✮
✇❤❡r❡ D1 ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡♥tr✐❡s (9, 2, 2) ❛♥❞ D2 ✐s D1
r♦t❛t❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ y✲❛①✐s✱ ♦♥❝❡ ❜② 60◦ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r t✐♠❡ ❜② 90◦✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥
❛♣♣❛r❡♥t ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✭❆❉❈✮ ♦❢ 0.7×10−3 ♠♠2✴s ✭t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ✐♥
❜r❛✐♥ ♣❛r❡♥❝❤②♠❛✮✱ t❤❡s❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ b✲✈❛❧✉❡ ♦❢ ✹✽✵✵ s✴♠♠2✳
❚❤❡ ❖❉❋s ✇❡r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦r❞❡r ❙❍ ❜❛s✐s ✉s✐♥❣ ✸✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ ❢♦r ❈❙❆ ◗❇■✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♦r✐❣✐♥❛❧ ◗❇■ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ s❤❛r♣❡♥✐♥❣ ✭I − α∇2b ♦♣❡r❛t♦r✱ s❡❡ ❬✶✸❪✮✱ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r
α = 0.15 ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❈❙❆ ◗❇■ ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✸❪ t♦
❘❘ ♥➦ ✼✶✵✷
✻ ❊✳ ❈❛r✉②❡r✱ ■✳ ❆❣❛♥❥✱ ❈✳ ▲❡♥❣❧❡t✱ ●✳ ❙❛♣✐r♦✱ ❘✳ ❉❡r✐❝❤❡
(a)
(b)
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ❖❉❋s ❢r♦♠ s②♥t❤❡t✐❝ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ✜❜❡r ❝r♦ss✐♥❣s
♦❢ ✭❛✮ 60◦ ❛♥❞ ✭❜✮ 90◦✱ ❢♦r ✐t❡r❛t✐♦♥s ✶ t♦ ✸✵ ✭❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✱ ✉s✐♥❣ ✭t♦♣✮ ❈❙❆ ◗❇■✱ ❛♥❞
✭❜♦tt♦♠✮ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◗❇■ ✇✐t❤ ▲❛♣❧❛❝❡✲❇❡❧tr❛♠✐ s❤❛r♣❡♥✐♥❣✳
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈♦r♦♥❛❧ s❧✐❝❡✿ ❈❙❆ ❖❉❋✱ ❛❢t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ ✶✵✵ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡
❖❉❋s ❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ t❡♥s♦r ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❆♥✐s♦tr♦♣② ♠❛♣✳
r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✜❜❡r ❝r♦ss✐♥❣s st❛rt✐♥❣ ❛t ❛ s♠❛❧❧❡r ❛♥❣❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
◗❇■✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ t❤❛t t❤❡ 60◦ ❝r♦ss✐♥❣ ✐s ❜❡tt❡r r❡s♦❧✈❡❞
❜② t❤❡ ❈❙❆ ❖❉❋ ❛t ♠♦st ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ 90◦ ❝r♦ss✐♥❣ ✐s r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ❜② ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❞❡♠♦♥str❛t❡❞
t❤❛t ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❈❙❆ ❖❉❋ t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❖❉❋ ✭r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❛s s♠❛❧❧❡r ❜② ✵✳✵✵✶ ❢♦r
❝r♦ss✐♥❣ ❛♥❣❧❡s ❧❡ss t❤❛♥ 50◦✱ ❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❛♥❣❧❡s✮✳
✸✳✷ ■♥ ✈✐✈♦ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥
❆ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✷✵✵ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❛♠♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡
♦❢ ❬✼❪ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❙✐❡♠❡♥s ✸❚ s❝❛♥♥❡r ❛t t❤❡ ❈❡♥t❡r ❢♦r ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s✲
♦♥❛♥❝❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ▼✐♥♥❡s♦t❛✱ t♦ s❝❛♥ ❛ ❤❡❛❧t❤② ✈♦❧✉♥t❡❡r✳ ❉✉r✐♥❣
t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ✇❛s ❛s❦❡❞ t♦ t✐❧t ❤✐s ❤❡❛❞ ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✽✵ ❞✐✛✉s✐♦♥
✇❡✐❣❤t❡❞ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✳ ❆ ♣✐❧♦t s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t ♠♦t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❛❝✲
q✉✐r❡❞ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳
■◆❘■❆
❖♥❧✐♥❡ ❈❙❆ ❖❉❋ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❍❆❘❉■ ✼
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆①✐❛❧ s❧✐❝❡s ♦❢ t✇♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡s✿ ✭❧❡❢t✮ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✭r✐❣❤t✮ ❛❢t❡r t❤❡ ♠♦t✐♦♥
♦❝❝✉rr❡❞✳
50 100 1500.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4 Average Squared Prediction Error
200 dirs, Regular
200 dirs, With motion
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ sq✉❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♠♦✲
t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✇❛s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✭❜✉t ♥♦t ❝♦rr❡❝t❡❞✮ t❤r♦✉❣❤ r✐❣✐❞
r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❝❝✉r❡❞✳
❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❙❧✐❝❡r✸ r✐❣✐❞ r❡❣✐str❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 20◦ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧
tr❛♥s❧❛t✐♦♥✳ ❆①✐❛❧ ✈✐❡✇s ♦❢ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳
❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❙❍ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r λ = 0.006✳
❚❤❡ ✈♦①❡❧✲✇✐s❡ sq✉❛r❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤✐s
r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s✐♠♣❧❡ t❤r❡s❤♦❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♠❛❣❡✳
■♥ ❋✐❣✳ ✹✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❞✉r✐♥❣ ❜♦t❤
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣✐❧♦t ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✜t ❣❡ts ❜❡tt❡r ❛s ♥❡✇ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❖♥ t❤❡
❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❞❞❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t✱ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ✭✐t❡r❛t✐♦♥ ✽✵✮✳
❘❘ ♥➦ ✼✶✵✷
✽ ❊✳ ❈❛r✉②❡r✱ ■✳ ❆❣❛♥❥✱ ❈✳ ▲❡♥❣❧❡t✱ ●✳ ❙❛♣✐r♦✱ ❘✳ ❉❡r✐❝❤❡
✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡ ♦♥✲❧✐♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡❝t ❈❙❆ ❖❉❋❀ ♦✉r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ t♦
❞❡t❡❝t ❝r♦ss✐♥❣s ✐♥ ✇❤✐t❡ ♠❛tt❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss ❜❡②♦♥❞ ✇❤❛t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❣✉❧❛r ❖❉❋✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ❧♦❝❛❧
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② s✉❜❥❡❝t✬s ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
♠♦t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥✲❧✐♥❡ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r
✐s r❡♣♦rt❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡
t❤❡ ❝❧✐♥✐❝✐❛♥s ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t♦♦❧ ❢♦r ◗❇■ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥
❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦r ♣❛t✐❡♥ts ✇❤♦ ❤❛✈❡ ❞✐✣❝✉❧t② s✉st❛✐♥✐♥❣
♣r♦❧♦♥❣❡❞ s❝❛♥♥✐♥❣ s❡ss✐♦♥s✳
❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ st❡♣ t♦✇❛r❞s t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❛ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ❘❡❛❧✲t✐♠❡
♠♦❞❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♦♣❡♥s t❤❡ ✇❛② ❢♦r ❛ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦♥✲❧✐♥❡ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞s✱ s✉❝❤ ❛s s❝❛❧❛r ✐♥❞❡① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦r ✜❜❡r tr❛❝t♦❣r❛♣❤②✱ ❣✐✈✐♥❣ ✈❛❧✉❛❜❧❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❚❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ✭❈❉✲
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